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中图分类号: O 211. 6 文献标识码: A
具有自回归条件异方差( ARCH)的时间序列模
型,首先是由文献[ 1]提出, 它假定预测误差 t为实
值时间序列,记 t 为截止到时刻 t 的所有信息的信
息集,且
t = z th
1/ 2
t ,
z t ~ i . i . d . , E( z t ) = 0, Var ( z t ) = 1 ( 1)





t- i ( 2)
其中 h t是给定信息集合 t- 1时 t的条件方差, q >
0,参数  0 > 0,  i  0, i = 1, 2, !, q.
文献[ 2] 将上述 ARCH 模型推广到更为流行的
广义ARCH( GARCH) 模型, 即将时刻 t之前的条件
方差作为自变量引人条件方差函数:








!jh t- j ( 3)
在金融和经济领域, 这类模型有着重要的应
用[ 2~ 5] .但是, 由于 h t 只包含过去的条件方差 ht- i
和预测误差的平方项 2t- i ,因此,这样的 ht只能刻划
t- i 的大小(即消息的大小) 而不能反映其正负(即
消息的好坏) 对序列波动的影响.
为了刻划消息的不对称影响, 文献[ 6] 和[ 7] 分
别提出了指数 GARCH( exponent ial GARCH 或
EGARCH) 模型和 非对称 GARCH( Asymmetric
GARCH 或AGARCH) 模型.由于AGARCH 模型和
EGARCH 模型分别存在初估计比较困难和极大似
然估计运算困难等不足, 文献 [ 8] 给出了新的
AGARCH 模型,其条件方差函数为
h t =  0+
q
i= 1







其中 p  0, q > 0,  0 > 0, ∀j  0, j = 1, !, p .这
种构造的想法是预测误差时滞变量的绝对值越大




h t =  0+ A ( L )
2
t + B ( L ) t | t | + C ( L ) ht
(5)
其中, p  0, q > 0,  0 > 0,  i = a2i + b2i  0, !i =
2a ibi , i = 1, !, q ; ∀j  0, j = 1, !, p ; L 表示后
移算子, A ( z ) =  1 z +  2z
2
+ !+  qz q是系数多项






= E ( z
k
1t | z t |
k
2) (6)
存在,其中 k1 和 k 2为正整数.
文献[ 8] 证明了由式(1) , (5) 和(6) 所定义的
AGARCH ( q , q, p ) 模型的宽平稳性及其最简单模









现在, 考虑由式( 1) , (5)和( 6)所定义的模型,
即
t = z th
1/ 2
t ,
z t ~ i . i . d . , E ( z t ) = 0, Var ( z t ) = 1;
ht =  0+ A ( L )
2
t + B ( L ) t | t | + C( L ) h t ,
( 7)
其中{ z t } 满足式(6) , p  0, q  0,  0 > 0,  i  0,
!i  0, i = 1, !, q; ∀j  0, j = 1, !, p .
设 x t = z
2
t , y t = z t | z t | , ut = (
2
t , !, 2t- q+ 1,
t | t | , !, t- q+ 1 | t- q+ 1 | , ht , !, ht- p+ 1) ∃, vt =
(  0 x t , 0, !, 0,  0y t , 0, !, 0,  0, 0!, 0) ∃,记
A t =
A 11, t A 12, t A 13, t
A 21, t A 22, t A 23, t











其中 I q , Ip 分别表示 q 阶和 p 阶单位阵, A t , D 和 G
的分块方式相同, 且 A = E ( A t ) , v = E (vt ) , A t 的
具体表达式如式( 8) .
A t =
 1x t !  q- 1 x t  qx t !1 x t ! !q- 1 x t !qx t ∀1 x t ! ∀p- 1 x t ∀px t
1 ! 0 0 0 ! 0 0 0 ! 0 0
% % % % % % % % %
0 ! 1 0 0 ! 0 0 0 ! 0 0
 1 yt !  q- 1 y t  qy t !1 yt ! !q- 1y t !qy t ∀1y t ! ∀p- 1yp ty t
0 ! 0 0 1 ! 0 0 0 ! 0 0
% % % % % % % % %
0 ! 0 0 0 ! 1 0 0 ! 0 0
 1 !  q- 1  q !1 ! !q- 1 !q ∀1 ! ∀p- 1 ∀p
0 ! 0 0 0 ! 0 0 1 ! 0 0
% % % % % % % % %
0 ! 0 0 0 ! 0 0 0 ! 1 0
(8)
于是模型式(7) 可写成一阶高维形式
ut = A tut- 1+ vt ( 9)















A t- j vt- k + vt (10)
则{ut } 是严平稳遍历随机序列, 且满足随机差分方
程(9) .
证明 由 A t , vt 的定义, 有式(11)
B t = DA tD
- 1
=
A 11, t - A 12, t A 12, t A 13, t
A 11, t + A 21, t - A 12, t - A 22, t A 12, t + A 22, t A 13, t + A 23, t
A 31, t - A 32, t A 32, t A 33, t
(11)
和bt = D vt = (  0 x t , 0, !, 0,  0( x t + y t ) , 0, !, 0,
 0, 0, !, 0) ∃. 再根据 x t ∃ yt  0,  0 > 0,  i  0,  i
∃ !i  0, i = 1, !, q , ∀j  0, j = 1, !, p , 易知
{ B t } 和{bt } 都是独立同分布的非负随机序列, 以及
A (1) + #1, 1B( 1) + C(1)  0,且当 k % j 时, B t- j








A t- j v t- k = DA
k
v
是非负的. 用矩阵论的方法, 可验证矩阵 A 的谱半













v < ∀ .



















B t- j bt- k <
∀ (13)


















B t- j bt- k
以概率 1地收敛.
显然, 由式(10) 定义的随机序列{ ut } 是严平稳
的,进一步, 由于{ut } 是独立同分布随机变量序列
{ z t } 的函数, 所以, 根据文献[ 10] , { ut } 也是遍历
的. 通过直接验证可知 ut 满足随机差分方程(9) .
引理 1. 2 如果{ut } 是随机差分方程式(9) 的
严平稳解,且 E( u0) 存在,则









B- j b- k + #
n- 1
j= 0
B- j ( Du- n ) .
因{ B t } 和{ bt } 都是独立同分布的非负随机序
列,易验证 Dut 也是非负的, 又因对 k % j , B t- j 与
bt- k 相互独立,因此,在引理的条件下,由上式有












其中B = E ( B t ) = DAD
- 1









= 0.由上式, 可得 &( B )
< 1. 进而, &( A ) = &( D
- 1
BD) = &( B ) < 1, 则
A (1) + #1, 1B (1) + C( 1) < 1.
引理 1. 3 设{ut } 是随机差分方程(9) 的严平
稳解, 且 E ( u0) 存在,若还有一随机序列{wt } , 也是
式(9) 的严平稳解,且 E (w0) 存在,则
ut = wt , a. s. .
证明 设 ct = D( ut - wt ) ,由式(9) ,有
ct = D #
t- 1
j = 0




B t- j ( D u0- Dw0)
进一步,用( C ) ij表示矩阵C的( i , j ) 元素.下面先证





B t- j (Du0- Dw0) i ( a∋
t
(14)
仅对 i = 1时证明式(14) ,其它情况类似可证.




B t- j 1s = ( B
t





其中 B = E ( B t ) = DAD
- 1
非负. 根据引理 1. 2,
&( A ) < 1,易得 &( B ) < 1.进而可知,存在常数 >
0, 满足 ∋= &( B) + < 1及常数 c = c( B , ) ,使
得( B
t




B t- j (Du0- Dw0) 1 ( a∋
t
,
其中 a = c
2 q+ p
s= 1




ct = 0, a. s . ,
进一步有 D ut = Dwt , ( a . s. ) ,即 ut = wt ( a. s . ) .
定理 1. 4 AGARCH 模型(7) 有严平稳遍历解
{ t } ,且 E (
2
0) 存在,当且仅当 A (1) + #1, 1B( 1) +
C (1) < 1. 此时的平稳遍历解也唯一.
证明 由式(7) 和(9) 可知, { t } 是模型( 7) 的
严平稳遍历解, 当且仅当 ut 是模型( 9) 的严平稳遍
历解. 根据引理 1. 1, 1. 2, 1. 3,结论是显然的.
2 高阶矩




= { x : )x ) = E1/ s | x | s < ∀ , s > 0} ,
其中 x 是随机变量. 有下面的定理.
定理2. 1 对于AGARCH 模型(7) ,假定 A (1)
+ #1, 1B (1) + C(1) < 1, 进一步, 如果 &( A
 s
t ) <
1(  表示 Kronecker积) ,则 | t | 2 ∗ L s.
证明 仅对 s = 2给出证明, 其它情况类似.
记






B t- j bt- k ,
X n+ m , n( t ) = Sn+ m ( t ) - Sn ( t ) , m  1,
Y n+ m , n ( t ) = vec( X n+ m , n ( t ) X
∃
n+ m , n( t ) ) ,
其中 vec(&) 表示拉直运算. 进一步,有
X n+ m , n( t ) = B tX n- 1+ m , n- 1( t - 1) .
利用 Kronecker 积和拉直运算的性质,可得
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Y n+ m , n( t ) = ( B
 2
t ) Y n- 1+ m , n- 1( t - 1) .
注意到 Y n- 1+ m , n- 1( t - 1) 是 t- 1可测的, { B t }
是非负独立同分布的,由上式可得
















B t- n- j iq+ 1(t- n- k + #
k- 1
j = 0
B t- n- j i 2q+ 1 ,









( B t- n- j  B t- n- j i1, i 1,
其中记号 ( &) i1, i1 表示原来矩阵中 ( i, 1) 元素在
K r onecker 积中的位置. 进一步,根据 Holder 不等式




1/ 2 ( c0
m
k= 1







{ [ ( E( B t
 2) ) k ] iq+ 1, iq+ 1}
1/ 2 +
{ [ ( E( B 2t ) )
k] i2q+ 1, i2q+ 1}
1/ 2} .
由于&( E(A  2t ) ) < 1, 可得 ∋= &( E( B
 2
t ) ) =
&( E( D( A  2t ) D
- 1) ) = &( E(A  2t ) ) < 1, 故存在常数
c1 > 0,使得[ ( ( E( B
 2
t ) )
k] i1, i1 ( c1∋k. 所以,存在常
数 c2, 使得( Ee
2
i )
1/ 2 ( c2
m
k= 1
∋k/ 2 < ∀ . 进而, 存在常
数 c3,使得 E( Yn+ m, n( t) ) 1 ( c3∋n. 设)= ( 1, 0, !,
0) ,有
( E()∃Xn+ m, n( t ) )
2) 1/ 2 =
(E( Yn+ m, n( t) ) 1)
1/ 2 ( c3∋
n/ 2 ∋ 0, n,m ∋ ∀ ,









Bt- j bt- k + bt , 故
2
t ∗ L 2.
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On the Str ict Stat ionary Property and the Ergodicity
of a Model for Asymmtric GARCH
LIU Ji chun
( Dept. of M ath. , Xiamen U niv. , Xiamen 361005, China)
Abstract: In this paper, the author discuss the strict stat ionary property and the ergodicity of a new model for
asymmetric general autoregressive condit ional heteroskedast icity, and g ive the suf ficient condit ions for the exis
tence of even order moments of the model.
Key words: asymmetric GARCH; strict stat ionary; ergodicity
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